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Электромагнитные волны сверхвысокой частоты   в     различных   направляющих  системах. 

Введение

Понятие «cверхвысокие частоты» (СВЧ) является условным и относится к радиоволнам в частотном диапазоне от 300 МГц до 300 ГГц, охватывающем дециметровые, сантиметровые и миллиметровые волны. Согласно международному регламенту радиосвязи указанным диапазонам длин волн присвоены названия частотных полос: ультравысокие (УВЧ), (UHF): 0,3(3 ГГц; сверхвысокие (СВЧ), (SHF): 3(30 ГГц; крайне высокие (КВЧ), (EHF): 30 ( 300 ГГц [1]. Радиоволны СВЧ диапазона  могут направленно излучаться, а также распространяться по полым трубам. 

Хорошо известно, что теория радиоволн как и электромагнитного излучения вообще восходит к  электродинамике Дж.Максвелла (1861-1873), обобщившей эмпирические законы электрических и магнитных явлений, дополненные его гипотезой о порождении магнитного поля переменным электрическим полем.

Существование электромагнитных волн  было  доказано  Г.Герцем  (1886-1888),

который с помощью диполя, возбуждаемого искровым разрядом, излучал радиоволны УВЧ диапазона. Менее известно, что современная математическая теория распространения радиоволн по полым трубам (волноводам) в основных чертах была создана Дж.Рэлеем (1897), который исправил ошибку О.Хевисайда (1892), полагавшего, что радиоволны не могут распространяться по трубам, не имеющим внутреннего проводника. Рэлей продемонстрировал связь между теорией волноводов и теорией мембран, предсказал существование различных типов волн и ввел понятие о предельной длине волны, ограничивающей распространение волн каждого типа по волноводу заданной формы и размеров.  Проводившиеся со времени появления рэлеевской теории опыты по распространению радиоволн в волноводах, возбуждаемых некогерентными источниками излучения, долгое время не имели сколько-нибудь значимого успеха. Начало развития СВЧ электродинамики в целом приходится на 30-40-е годы 20-го века, когда  Г. Саусвортом и У.Бэрроу была разработана техника возбуждения различных типов волн в трубах и методика их измерений, а затем М.С.Нейманом была предложена и развита идея полых резонаторов, названных им «эндовибраторами»(1937-1938), на основе которых были разработаны триодные СВЧ генераторы (Г.А.Гринберг, теория, 1935; В.Е.Никольский, теория, 1939; Н.Д.Девятков и др.,создание триода, 1940), пролетные и отражательные клистроны (Д.А.Рожанский и И.А.Арсеньева, теория, 1935; Н.Д.Девятков и В.Ф.Коваленко, создание генераторного отражательного клистрона, 1940). Поворотным моментом в развитии СВЧ электроники было изобретение магнетрона, ставшего впоследствии наиболее распространенным СВЧ генератором.  Впервые он был предложен Хеллом в 1921, а также Ягой и Окабе - в 1928, однако это были генераторы малой мощности, не имеющие практического значения. Практическое же использование радиоволн СВЧ диапазона началось после усовершенствования магнетрона Н.Ф.Алексеевым, Е.М.Маляровым и В.П.Ильясовым (1940), которые создали мощный и эффективный генератор - многорезонаторный магнетрон, нашедший свое первое применение в радиолокации. Большой класс СВЧ приборов (ЛБВ и ЛОВ) для усиления и генерирования радиоволн был создан в конце 40-х на основе эффекта Вавилова-Черенкова. Следующий значительный шаг в развитии мощной СВЧ электроники был сделан группой ученых под руководством А.В.Гапонова, которые разработали и предложили новый тип СВЧ генератора - гиротрон, в котором энергия неизохронного (из-за слабой релятивистской зависимости массы) вращательного движения  электронов в однородном магнитном поле преобразуется в энергию СВЧ поля открытого сверхразмерного резонатора. Гиротрон не содержит замедляющих структур или резонаторов низших типов волн, ограничивающих мощность генерации, что существенно при продвижении в область высоких частот из-за  соразмерности этих структур с длиной генерируемой волны. Поэтому генераторы этого класса позволяют получить генерацию большой мощности в области миллиметровых волн. Гиротрон  часто также называют мазером на циклотронном резонансе. 

Интересно, что начало эры квантовой электроники, как и эры  радио, также связано с генерацией СВЧ колебаний, но уже с использованием новых принципов, основанных на явлении индуцированного (вынужденного) излучения, предсказанного А.Эйнштейном. Первый квантовый генератор (мазер), в котором электромагнитные колебания СВЧ генерировались в результате вынужденного  излучения молекул аммиака на частоте 24,84 ГГц был создан А.М.Прохоровым , Н.Г.Басовым (1954) и независимо от них Ч.Таунсом, Дж.Гордоном и Х.Цайгером. В качестве источника энергии вынужденного излучения служили молекулярные пучки аммиака в возбужденном состоянии (среда с отрицательным коэффициентом поглощения). Для получения генерации, как и в случае с электронными генераторами СВЧ, активная среда была помещена в резонатор, обеспечивающий положительную обратную связь для эффективного отбора индуцированного излучения. Созданный вслед за этим рубиновый лазер (Т.Мейман, 1960) стал первым оптическим квантовым генератором, открывшим путь развития  квантовой радиофизике, оптоэлектронике, волоконной оптике, в которых электродинамика Максвелла нашла новое применение. 

Отдельную страницу истории представляет развитие полупроводниковой электроники СВЧ, начало которой связано с открытием эффекта динамического отрицательного сопротивления при лавинном пробое полупроводникового диода (А.С.Тагер, 1959). Вскоре (1960-1963) были созданы генераторные лавинно-пролетные диоды (ЛПД) малой и средней мощности во всем СВЧ диапазоне. Другой класс твердотельных генераторов СВЧ, диоды Ганна, был создан благодаря открытию Дж.Ганном (1963) отрицательной дифференциальной проводимости т.н. двухдолинных полупроводников. Генерация в таких полупроводниках вызвана неустойчивостью однородного электрического поля и образованием движущихся слоев сильного поля -доменов. Применение арсенида галлия, полупроводникового материала с высокой подвижностью носителей, позволило создать полевые транзисторы СВЧ на барьере Шоттки. Дальнейшее развитие твердотельной СВЧ электроники идет по пути создания многофункциональных интегральных схем, применяемых в технике связи и вычислительной технике.   

Трудно назвать области деятельности человека, где бы не использовалась СВЧ техника. Прежде всего СВЧ техника нашла применение в радиолокации, радиовещании, телевидении, телеметрической связи, радиоастрономии, радиоспектроскопии, ядерной физике (ускорителях элементарных частиц); сотовой телефонной связи; промышленной технологии в качестве средства быстрого разогрева  и сушки материалов; горнодобывающей промышленности для теплового разрушения твердых пород; пищевой промышленности для ускоренного приготовления пищи, пастеризации, стерилизации и обезвоживания продуктов; в медицине для глубоких локальных прогревов тканей с целью ускоренного лечения и разрушения новообразований.

Ведутся интенсивные исследования по СВЧ нагреву плазмы в токамаках и стеллараторах, являющихся прототипами будущих термоядерных реакторов.

Изучается проблема канализации большой СВЧ энергии на расстояние по волноводам  и через атмосферу: Земля - спутник, спутник - Земля. Изучается вопрос создания искусственного ионизованного облака в верхней атмосфере с помощью направленных пучков СВЧ радиоволн для решения экологической проблемы защиты озонового слоя Земли.

В последние десятилетия СВЧ техника находит широкое применение в технологических процессах плазменной обработки поверхности твердого тела для очистки, травления и модификации свойств поверхности при производстве полупроводников, интегральных схем, в процессах плазмохимического осаждения поликристаллических пленок, а также получения пластинок алмаза и других материалов на поверхности твердого тела, в плазмохимии для получения новых химических продуктов в газовых разрядах.

 Использование СВЧ разрядов для получения плазмы имеет то преимущество перед  другими видами разрядов: дуговыми или тлеющими разрядами, что не вносит загрязнений в плазму от распыляемых электродов, так как ввод СВЧ энергии в плазменный реактор в отличие от разрядов постоянного тока не требует электродов и осуществляется квазиоптически через радиопрозрачные окна с помощью излучающих, а в необходимых случаях и фокусирующих антенн. Наиболее распространенными и дешевыми сегодня  источниками СВЧ энергии являются магнетроны бытовых микроволновых печей, освоенные в массовом производстве во многих странах. Это делает их привлекательными для использования в технологических процессах плазменной обработки и получения новых материалов.   
1.1  Основные уравнения электромагнитного поля.
Уравнения Максвелла в дифференциальной форме составляют основу электродинамики. Современная запись этих уравнений была дана  Г.Герцем и О. Хевисайдом.  Эти уравнения связывают величины  векторов 



 EMBED Equation.2  
H, B, характеризующих магнитное поле, и E, D, характеризующих электрическое поле, с его источниками

, т.е. с распределением в пространстве зарядов и токов ((, J) : 

                           rot H = (D/ (( + J + Jст    (дополненный  Максвеллом закон 

                                                                               полного тока Ампера)
                           rot E = - (B/(t                (закон электромагнитной индукции Фарадея)
                     div D = ( + (ст                            (теорема Гаусса, закон Кулона)               (1.1.1)

                     div B = 0                          (соленоидальность магнитной индукции 

                                                               из-за отсутствия магнитных зарядов) 

Индекс «ст» относится к сторонним токам и зарядам источников поля, которые связаны уравнением непрерывности:

                     div Jст = - ((ст/(t                                                                              (1.1.2)
Все уравнения, за исключением первого, являются обобщением известных эмпирических законов, обозначенных   справа от уравнений. Первое  уравнение, выражающее закон полного тока Ампера, о возбуждении магнитного поля электрическими токами, Максвелл дополнил  членом (D/(t, названным им током смещения (ток, связанный с изменением электрической индукции), который наряду с токами проводимости J и Jcт (ток стороннего источника) участвует в возбуждении магнитного поля. Эта система уравнений не является полной без материальных уравнений, характеризующих физические свойства среды (случай изотропной среды) :

                     D =  (a E ;    B = (a H ;     J = ( E                                                   (1.1.3)

где (a = ((0 , (a = ((0 -  абсолютная диэлектрическая и абсолютная магнитная проницаемости среды; (, ( - их относительные значения; (0 = 0,886(10-11A(c/В(м  и (0 = 1,256(10-6 В(с/А(м- абсолютные значения диэлектрической и магнитной проницаемости вакуума; ( - проводимость среды. 
Указанные уравнения, характеризующие поле в каждой точке пространства получены в результате предельного перехода уравнений, сформулированных первоначально в интегральной форме, при условии сохранения непрерывности  свойств среды. Перечислим некоторые следствия из этих уравнений. 

· Полный ток, равный сумме тока смещения и тока проводимости, всегда является замкнутым.

· Переменные электрические и магнитные поля не существуют независимо друг от друга, они непрерывно переходят одно в другое ( как в колебательном L,C - контуре), образуя волну.
· Из уравнений с дивергенциями видно, что непрерывность линий электрического поля нарушается в местах скопления электрических зарядов, а линии магнитного поля непрерывны из-за отсутствия магнитных зарядов.
· При рассмотрении постоянных полей члены с производными (/(t выпадают и тогда - электрическое поле возникает только благодаря электрическим зарядам, а магнитное поле создается вокруг проводников с током.  
Переменные поля в СВЧ технике изменяются по гармоническому закону с заданной частотой, это объясняется во-первых, линейностью самих уравнений Максвелла при условии линейности материальных уравнений, а также - высокой добротностью резонансных систем генераторов СВЧ излучения.  Поэтому при описании полей волн в волноводах вне их источников будем считать, что поля создаются незатухающим генератором синусоидальных колебаний с частотой (, тогда векторы электрического и магнитного полей можно представить в комплексной форме :   

                        

                          

E = Em exp(j(t),   H = Hm exp(j(t),                               (1.1.4) 

где ( = 2(( - круговая частота колебаний. Положим также, что в пространстве волновода нет свободных зарядов, ( = 0. Тогда, подставляя (1.1.4) в (1.1.1) и (1.1.3), заменив оператор дифференцирования алгебраическим оператором -j(, и комбинируя их, приходим к симметричной форме уравнений относительно векторов E и H: 
                                       rot H = j(((0 E ;       div H = 0 ;

                                       rot E = - j(((0 H ;      div E = 0 .                                  (1.1.5)

где ( = (1 - j(/((0 - комплексная относительная  диэлектрическая проницаемость с учетом потерь в среде. В общем случае магнитная проницаемость среды ( также комплексная величина, мнимая часть которой характеризует затухание магнитного поля в ферромагнитных материалах, магнитодиэлектриках. Комплексные проницаемости (, ( в электродинамику были впервые введены в 1913г. В.К.Аркадьевым. В дальнейшем будем полагать (1 = 1, так  как  у  большинства   сред,  за исключением   названных,   магнитные 

свойства выражены слабо. 

Из левой пары уравнений (1.1.5), получаем уравнение 
                                     rot rot E = (2 ((0((0 E, 
в которое входит один из векторов, например E, и которое через векторное тождество rot rot a = grad div a - (2a, с учетом того что div E = 0 преобразуется к виду:

                   (2E  +  k2E = 0,  где  k2 = (2((0((0 = ((2/c2)(( .                              (1.1.6)

Аналогично можно получить уравнение относительно вектора H:

                                           (2H + k2H  = 0.                                                           (1.1.7) 
Уравнения (1.1.6) и (1.1.7) - однородные волновые уравнения второго порядка,

получившие название уравнений Гельмгольца, в которых (2A - лапласиан векторов поля. Эти уравнения справедливы для любой системы координат, причем векторы поля в общем случае могут иметь по три составляющих. Лапласиан вектора - вектор, и в частном случае прямоугольных (декартовых) координат его составляющими являются лапласианы составляющих вектора:

                                    (2A = ex(2Ax+ eу(2Ay+ez(2Az ,                                      (1.1.8)

В этом случае уравнения (1.1.6) и (1.1.7) распадаются на 6 скалярных независимых уравнений для комплексных составляющих векторов E и H
                          (2E( + k2E(= 0;      (H( + k2H = 0,  где ( = x, y, z 
одинакового вида 

                           (2L/(x2 + (2L/(y2 + (2L/(z2 + k2L = 0,          L = E(, H(.             (1.1.9)
Решение фактически одного скалярного дифференциального уравнения в частных производных (1.1.9) дает выражения для всех составляющих поля. Это однако справедливо только для прямоугольной системы координат, поскольку в криволинейных координатах, например, в цилиндрических координатах лапласианы (2L  имеют сложную форму и не приводят к простым уравнениям для составляющих поля. Однако анализ решения уравнения (1.1.9) позволяет рассмотреть общие свойства полых волноводов.

1.2  Решение волнового уравнения для прямоугольного и  круглого волноводов и его анализ. Типы волн. Виды  полых волноводов.

Решение уравнения (1.1.9) для прямоугольного волновода может быть получено методом Фурье через разделение переменных. Для этого скалярная функция L представляется в виде произведения функций  каждой координаты и времени:

                                   L = X(x)Y(y)Z(z) exp{j(t}                                                (1.2.1)

Разделив обе части уравнения (1.1.9) на L (L(0) и подставив в него  частные производные от (1.2.1), получаем:

                  1/X(((2X/(x2) + 1/Y(((2Y/(y2) + 1/Z(((2Z/(z2) =  - k2 ,                           (1.2.2)
Так как сумма членов слева равна константе, и каждый член является функцией независимой переменной, то их следует также приравнять  некоторой своей константе, что приводит  к системе уравнений для независимых переменных:

                                  1/X(((2X/(x2) = -(2  ,                                                           (1.2.3)

                                  1/Y(((2Y/(y2) = -(2  ,                                                           (1.2.4)

                                  1/Z(((2Z/(z2)  =   (2  .                                                            (1.2.5)

Сумма констант согласно (1.2.2):

                                     (2 + (2 - (2 = k2                                                                                                              (1.2.6)
Полученные уравнения являются линейными дифференциальными уравнениями второго порядка, решения которых можно представить с помощью тригонометрических или показательных функций: 

                                 X = A1cos((x) + A2sin((x),                                                   (1.2.7) 

                                 Y = B1cos((y) + B2 sin((y),                                                 (1.2.8) 

                                  Z = C1exp{(z} + C2exp{-(z},                                               (1.2.9)
где A1,2, B1,2 и C1,2 - произвольные  комплексные постоянные.

Выбор функций связан с выбором направления распространения волн вдоль оси Z, так как показательные функции удобны для описания волновых процессов, а        

тригонометрические функции удобны для описания поперечной структуры поля направляемых волн. Таким образом общее решение (1.2.1) принимает вид:

L = [A1cos((x)+A2sin((x)][B1cos((y)+B2 sin((y)][C1exp{(z}+ C2exp{-(z}]exp{j(t}

                                                                                                                             (1.2.10)

Произведение первых двух сомножителей, обозначим его F(x,y),не является функцией z и описывает распределение поля в плоскости поперечной к направлению распространения волн. Произведение третьего и четвертого сомножителей описывают распространение двух встречных волн по Z, одна из которых рассматривается как бегущая в положительном направлении направляющей системы Z, а другая - как отраженная назад от какого-либо препятствия. Ограничимся пока одной составляющей волны, полагая что направляющая линия имеет бесконечную протяженность и  возбуждается с одного конца, тогда запишем решение в виде:

                                             L = C2F(x,y) exp{j(t - (z},                                     (1.2.11)
где F(x,y) можно переписать в более простом виде через новые постоянные:

                                         F(x,y) = Dcos((x-()cos((y-().                                  (1.2.12)

Полученное общее решение скалярного волнового уравнения справедливо для любой из составляющих электромагнитного поля в декартовой системе координат. Величина ( является коэффициентом распространения волны вдоль направляющей системы. В общем случае - это комплексная величина:

                                                            ( = ( + j(  ,                                              (1.2.13)   

где  ( - называется постоянной распространения (фазовым коэффициентом или продольным волновым числом), а  ( - коэффициентом затухания волны из-за конечной проводимости стенок волновода и потерь в заполняющем его диэлектрике.

Рассмотрим некоторые общие свойства полученного решения. 

Фазовая скорость волны, распространяющейся по линии, vф определяется из условия постоянства фазы в (1.2.11):

                                                          (t - (z = const.

Дифференцируя это выражение, получаем    (dt  =  (dz  и, следовательно, 

                                                         vф = dz/dt = (/(.                                         (1.2.14)

В общем случае в направляющих системах vф ( c, с - скорость света и поэтому  длина волны (в = vф/( = 2 (/( как путь, пройденный волной в волноводе за период колебания, должен отличаться от длины волны в свободном пространстве (. Действительно, пренебрегая затуханием (( = 0), согласно (1.2.6) с учетом (1.2.13) и (1.1.6):

                                                (2 + (2 = k2 - (2 ,                                                  (1.2.15)

где    k = ((/c)((()1/2 = 2(/(,   а   ( =2(/(в 

k ((, если левая часть равенства не равна 0.  Левая часть равенства, выражаемая через поперечные волновые числа, может быть формально представлена квадратом некоторого обобщенного поперечного или критического волнового числа :

                                               (2 + (2 = k(2 = kкр2,                                               (1.2.16) 

которое  по аналогии с k и ( можно выразить через критическую длину волны:

                                               kкр = 2(/(кр .                                                         (1.2.17)

Тогда (1.2.6) окончательно принимает вид:

                                               k2 - (2 = kкр2                                 
                                    (2((()2(( - (2(((в)2 = (2(((кр)2,                                      (1.2.18) 

Отсюда длина волны в передающей линии в общем случае выражается в виде:

                                     (в = ([ ((()1/2(1 - (2/(кр2(()1/2]-1    .                                  (1.2.19)

Согласно (1.2.14) фазовая скорость волны в волноводе:

                                     vф = (в(/ 2( = c [((()1/2(1 - (2/(кр2(()1/2]-1                   (1.2.20)
Введем критическую частоту (кр :

                                               (кр = c/(кр  ,                                                           (1.2.21)

и тогда перепишем (1.2.20) в виде:

                                     vф = c[ ((()1/2(1 - (кр2/(2 (()1/2]-1 , или                         (1.2.20()

                                     vф = c[ ((()1/2(1 - (кр2/(2 (()1/2]-1 .                              (1.2.20(()
Полученное уравнение показывает, что фазовая скорость направляемых волн отличается от скорости света и зависит от частоты колебаний, что позволяет говорить о дисперсии волн. Если ( уменьшается до (кр, vф стремится к (, однако это не вступает в противоречие с теорией относительности, так как передача сигнала связана с групповой, а не фазовой скоростью. Смысл фазовой скорости  направляемых волн легко понять по аналогии с наклонным падением волн на береговую линию, когда волна прибоя движется быстрее самой набегающей волны. Фазовую скорость легко найти, измеряя длину стоячей волны в волноводе по расстоянию между ее узлами кратными половине (в.  
Уравнение (1.2.20(), устанавливающее связь фазовой скорости  волны  в передающей линии с частотой, называется дисперсионным.  Дисперсия для случая незаполненного волновода представлена на Рис.1. Дисперсия при уменьшении фазовой скорости с ростом частоты называется нормальной и положительной, когда направление фазовой скорости и направление передачи энергии совпадают.

 Какова же скорость передачи  энергии (сигнала)? Для этого рассмотрим цуг электромагнитных волн конечной продолжительности, а в нем две волны с близкими частотами (1  и  (2, отличающимися на (( << (1. При этом их постоянные распространения   (1  и  (2 также мало отличаются :  (( << (1. Суммарное электрическое поле волн (положим их амплитуды равными Em)                                              есть:                     E = E1 + E2 = Emexp{j((1t - (1z)} + Emexp{j((2t - (2z)} = 

                             Emexp{j((1t - (1z)}[ 1 + exp{j(((t - ((z)}].

Это уравнение описывает биение волн, несущая частота которого близка любой из волн, но амплитуда медленно изменяется между нулем и 2Еm. Выбрав координату с фиксированной амплитудой, что соответствует (((t - ((z) = сonst., и найдя производную dz/dt,   характеризующую скорость потока энергии, находим выражение для групповой скорости vгр в виде  vгр  =  ((/((, которое окончательно  в результате предельного перехода принимает вид:
                                                  vгр = d(/d(.

Используем определение фазовой скорости в форме (1.2.20(() возьмем от vф-1 = = (/( производную d(/d( = vгр-1, из которой легко получим vгр. Перейдя обратно от частот к длинам волн, окончательно получаем:

                                     vгр = d(/d( = c ((()-1/2(1 - (2/(кр2(()1/2 .                       (1.2.22)

Произведение групповой и фазовой скоростей оказывается равным

                                                      vфvгр = c2/(( . 
Это значит, что групповая скорость меньше скорости света в волноводе с диэлектриком или без него (( = ( = 1) и стремится к нулю при  (((кр. Согласно концепции Бриллюэна, поля в полых волноводах можно интерпретировать как результат сложения плоских однородных волн, называемых парциальными, многократно отражаемых от стенок при наклонном падении. Волны, распространяющиеся по пилообразной траектории между границами волновода, проходят со скоростью света значительно больший путь, чем если бы они распространялись по запрещенной для них прямой траектории. Этим  объясняется, почему групповая скорость в волноводах меньше  скорости света. При  (((кр угол падения волн на границы волновода приближается к прямому и vгр ( 0. Дисперсия  vгр также показана на Рис.1.                     


Рассмотрим теперь структуру полей направляемых волн, разложив роторы в уравнениях (1.1.5) по ортам:

                                       rotxE = (Ez/(y -(Ey/(z = -j(((0Hx                                (1.2.23)
                                       rotyE = (Ex/(z -(Ez/(x = -j(((0Hy                                                    (1.2.24)
                                       rotzE = (Ey/(x -(Ex/(y = -j(((0Hz                               (1.2.25)
                                       rotxH = (Hz/(y -(Hy/(z = j(((0Ex                                 (1.2.26) 
                                       rotyH = (Hx/(z -(Hz/(x = j(((0Ey                                (1.2.27)

                                       rotzH = (Hy/(x -(Hx/(y = j(((0Ez                                 (1.2.28)

Согласно (1.2.11), производные для составляющих Lx,y,z :

                                       (Lx,y,z/(z = -(Lx,y,z .                                                         

Подставим (1.2.29) в уравнения (1.2.23) - (1.2.28), затем, комбинируя указанные уравнения, выразим поперечные составляющие поля через его продольные составляющие:

                                 Hx = (k2 + (2)-1 (j(((0(Ez/(y - ((Hz/(x) ;                             (1.2.30)

                                 Hy = -(k2 + (2)-1 (j(((0(Ez/(x + ((Hz/(y);                           (1.2.31)
                                 Ex = -(k2 + (2)-1 (j(((0(Hz/(y + ((Ez/(x);                           (1.2.32)

                                 Ey = (k2 + (2)-1 (j(((0(Hz/(y - ((Ez/(x).                             (1.2.33)
Из уравнений для поперечных составляющих поля следует, что при условии равенства нулю обеих продольных составляющих поля Ez = Hz = 0, поперечные составляющие могут быть отличными от нуля только при условии k2 + (2 = 0, т.е.

k = (. Это означает, что чисто поперечные волны не имеют дисперсии. В общем случае при одновременном существовании поперечных составляющих и хотя бы одной продольной, должно соблюдаться неравенство k2 + (2 ( 0, а это означает существование дисперсии волн в направляющих волноводных системах.  
Таким образом, волны, обладающие дисперсией, имеют хотя бы одну продольную не равную нулю составляющую поля. Если волна имеет одну продольную  составляющую  Ez или Hz , такая волна называется Е- волной или Н- волной (часто их также называют поперечно магнитной, ТМ- или поперечно электрической, ТЕ- волной) соответственно. 

Начнем изучение структуры поля H- волн. Для этого в уравнениях (1.2.30 - 1.2.33) полагаем Ez = 0.  Рассмотрим приближение незатухающих волн   при распространении по волноводу: ( = 0,  ( = j(. И, наконец, используем решение для Hz  в виде (1.2.12):

                                      Hz = Hz макс(x,y) exp [j((t - (z)],   

где                                 Hz макс = D cos((x - () cos((y - ().                              (1.2.34) 

Найдя производные по  x  и  y  ,опуская при этом общий сомножитель exp [...], приходим к распределению амплитуд поля для поперечных составляющих: 

                                 Hx = jD(k2 - (2)-1(( sin((x - ()cos((y - () ;                       (1.2.35)

                                 Hy = jD(k2 - (2)-1(( cos((x - ()sin ((y - ();                      (1.2.36)
                                 Ex = jD(((0(k2 - (2)-1( cos((x - ()sin ((y - ();                (1.2.37)        

                                 Ey =- jD(((0(k2 - (2)-1( sin((x - ()cos((y - () .               (1.2.38)

Согласно (1.2.6) и (1.2.15)  k2 - (2 = (2  + (2 = kкр2, таким образом, в эти четыре уравнения входят пять констант. D является амплитудной константой, которая будет установлена ниже из уравнения для передаваемой СВЧ-мощности. Остальные константы можно найти из граничных условий для векторов поля на идеально проводящих поверхностях  направляющей структуры (волновода).


Так как в идеальном проводнике электромагнитное поле отсутствует, касательная составляющая электрического поля E( на границе раздела сред  принимает нулевое значение , так как она   обязана сохранять непрерывность. Таким образом, электрическое поле имеет на границе лишь нормальную составляющую, которая определяется распределением поверхностного заряда. Магнитное поле, наоборот, представлено лишь касательной составляющей на границе проводника и определяется распределением тока на его поверхности . При этом поверхностная плотность электрического тока J равна по величине и перпендикулярна по направлению касательной составляющей напряженности магнитного поля у поверхности H(:

                                                 H(( n  = J.                                                          (1.2.39)
Итак, тангенциальная составляющая напряженности электрического поля и нормальная составляющая напряженности магнитного поля у поверхности идеального проводника отсутствуют.
Используем граничные условия для электрического поля: 
                                        Ex = 0   при    y = 0  и  y = b, 

                                        Ey = 0   при    x = 0  и  x = a.                                       (1.2.40)

При x = y = Ex = Ey = 0 константы ( и ( могут приняты равными 0. При этом на противоположных границах Ex и Ey  принимают нулевые значения, только если

                                             (a = m(   и   (b = n(,                                             (1.2.41)

где m  и  n -  любые  целые числа, которые имеют смысл количества вариаций поля (полуволн) по координатным осям x и y  поперечного сечения волновода. Подставим найденные из (1.2.41) значения констант ( и ( в уравнения (1.2.34) - (1.2.38):

                              Hx = jDkкр-2 ((m(/a) sin(m(x/a) cos(n(y/b);                        (1.2.42)

                               Hy = jDkкр-2 ((n(/b) cos(m(x/a) sin (n(y/b);                       (1.2.43)

                                Hz = D cos(m(x/a) cos(n(y/b);                                            (1.2.44)
                               Ex = jD(((0kкр-2(n(/b) cos(m(x/a) sin (n(y/b);                  (1.2.45)

                                Ey =- jD(((0kкр-2 (m(/a) sin(m(x/a) cos(n(y/b);                (1.2.46)

                                 Ez = 0.
Если множитель поперечных составляющих поля (j представить в виде          exp ((j(/2) и ввести в показатель общего для всех компонент сомножителя  exp[j((t - (z)], опущенного для краткости записи уравнений, это будет означать, что поперечные компоненты сдвинуты по фазе на (/2 относительно продольной составляющей поля Hz или, соответственно, на четверть длины волны в волноводе (в/4. 
Полученные уравнения характеризуют Н-волны, различающиеся числом вариаций. Каждый тип волн имеет свой набор вариаций и обозначается соответствующей комбинацией индексов : Hmn.

Поскольку kкр2 = (m(/a)2 + (n(/b)2, для каждого типа волн нетрудно найти его критическую длину  (кр = 2(/kкр: 

                                      (кр = 2/[(m/a)2 + (n/b)2]1/2 .                                            (1.2.47)

Напомним, что если длина волны в свободном пространстве равна критической, длина волны в волноводе становится бесконечно длинной, так как ( = 0. Выражение (1.2.46) показывает, что критические длины различных типов волн различаются. Рассмотрим примеры структур волн магнитного типа в прямоугольном волноводе. Единственный частный случай, когда волна не может существовать соответствует индексам  m = n = 0, так как все компоненты поля принимают нулевые значения, а (кр = (. Для волны H10 получаем только три уравнения для составляющих поля, так как  Ex = Ez = Hy = 0:

                                          E y = -jD(((0kкр-2((/a) sin((x/a); 

                                          Hx = jD(kкр-2((/a) sin( (x/a);

                                          Hz  = D cos((x/a),                                                       (1.2.48)

где  kкр = (/a,  (кр = 2a.  Если a(b, критическая длина волны H10 оказывается наибольшей среди других типов волн, такая волна распространяется в волноводе наименьшего сечения, такую волну можно возбуждать отдельно от других типов волн более высокого порядка и поэтому  ее называют низшей или основной. Волна типа H10 имеет большое практическое значение, так как она главным образом используется для канализации энергии  от генераторов колебаний к антеннам и другим устройствам, а также в трактах приемных антенн. Волноводные тракты с волной H10 содержат, кроме регулярных участков в виде прямых отрезков трубы, различные устройства - диафрагмы, фильтры, аттенюаторы, фазовращатели, возбуждающие, измерительные и другие элементы, нарушающие регулярность, на них происходит трансформация основной волны в волны высших порядков Hnm, а также в волны электрического типа Enm. В рабочем диапазоне частот тракт является одноволновым и все эти волны оказываются затухающими, так как не распространяются в волноводе.     На Рис.2а представлены эпюры зависимостей Ey(x,y); Hx(x,y) и Hz(x,y), построенные на сторонах прямоугольного сечения волновода, а на Рис.2б даны проекции силовых линий E и H бегущей H10 -волны на плоскости {x,y} и {x,z}. Для сравнения на Рис.2г,д показаны аналогичные проекции силовых линий поля H20- и  H11- волн.  


Как уже известно, наличие H(  у проводящей стенки вызывает в идеальном проводнике поверхностный ток (1.2.39). В реальном проводнике этот ток проникает на небольшую глубину от его границы. Линии магнитного поля, как видно на Рис.2б, имеют сложный рисунок. Линии тока J всюду перпендикулярны линиям магнитного поля и ортогонально отображают рисунок силовых   линий магнитного поля ( ср. с Рис.2в для волны H10). Обращает на себя внимание то обстоятельство, что линии тока  при x = a/2 ( на осевой линии широкой стенки волновода направлены строго в продольном направлении, а линии тока в узких стенках волновода направлены строго перпендикулярно. Если сделать разрезы в стенках по линиям тока, они не создадут помех  для распространения основной волны, они также не будут излучающими антеннами. Этот прием широко используется при создании функциональных элементов волноводного тракта. 

Аналогично волнам Hmn находятся уравнения компонент поля Emn- волн:

                               Hx = jDkкр-2 (((0(n(/b) sin(m(x/a) cos(n(y/b);                   (1.2.49)

                               Hy =- jDkкр-2 (((0(m(/a) cos(m(x/a) sin (n(y/b);               (1.2.50)
                                 Hz = 0;

                               Ex =- jDkкр-2((m(/a) cos(m(x/a) sin (n(y/b);                      (1.2.51)

                               Ey =- jDkкр-2( (n(/b) sin(m(x/a) cos(n(y/b);                       (1.2.52)

                               Ez = D sin(m(x/a) sin(n(y/b),                                              (1.2.53)
где kкр  и  (кр рассчитываются по формуле (1.2.47).
Согласно (1.2.53) Е-волны существуют при (m,n) ( 0. Простейшая из них - E11, имеющая все 5 компонент поля. Структура поля этой волны представлена на Рис.3.  

Рассмотрим теперь распространение волн в волноводах круглого сечения. Решение волнового уравнения в этом случае удобно искать в цилиндрической системе координат, разлагая векторы E и Н  по ортам  er, e( ,ez. Запишем уравнение (1.1.6) для продольной компоненты электрического поля Ez  с помощью оператора Лапласа в цилиндрических координатах:              

                    ((2/(r2 + r -1((/(r + r -2((2/((2 + (2/(z2)Ez + k2Ez = 0 .                    (1.2.54)

Остальные компоненты векторов  E и H могут быть записаны аналогично. Решая это уравнение методом разделения переменных, запишем решение в виде произведения трех функций, каждая для одной независимой переменной: 
Ez =  R(r)(((()(Z(z).                                             (1.2.55)
Подставив (1.2.55) в (1.2.54), приходим к уравнению, 

     (Z((2R/(r2 +r -1(Z((R/(r + r -2(RZ((2(/((2 + R(((2Z/(z2 = -R(Z( k2,       (1.2.56)
которое после деления на (1.2.55)  аналогично (1.2.2) распадается на три уравнения, правые части которых приравняем произвольным константам:

                                             Z-1((2Z/(z2 =- kz2 = - (2 ;                                        (1.2.57)

                                              (-1(2(/((2 = - k(2 ;                                               (1.2.58) 

                          R-1((2R/(r2 + (rR)-1((R/(r - r -2k(2 - (2 + k2  = 0 .                      (1.2.59)
Умножая (1.2.59) на Rr2 , приходим к уравнению Бесселя:

                            r2(2R/(r2 + r(R/(r + R[r2(k2 - (2) - k(2] = 0.                          (1.2.60)

Решения уравнений запишем в виде:

                             Z(z) = F1exp(-j(z) + F2exp(j(z);                                            (1.2.61)

                              ((() = F3cos(k((  - (),                                                          (1.2.62)

где k(  должно принимать целочисленные значения:  k( = m = 0, 1, 2, 3...., чтобы получить однозначность поля в каждой точке сечения волновода при обходе по кругу и изменении аргумента на 2(. При этом уравнение (1.2.60) становится уравнением Бесселя с целочисленным индексом m, которое имеет решение в виде суперпозиции цилиндрических функций Бесселя и Неймана  m-го порядка:

                           R(r) = F4 Jm(r(k2 - (2)1/2) + F5Nm(r(k2 - (2)1/2).                         (1.2.63)
Напомним, что записанные решения для амплитуд должны быть домножены на  exp(j(t). Ограничиваясь рассмотрением волны бегущей в прямом направлении, положим F2 = 0, а также из-за особенности функции Nm ( ( при r ( 0, которую необходимо избежать, положим F5 = 0. Тогда окончательное выражение для составляющей поля Ez c учетом того, что k2 - (2 = kкр2 по аналогии с (1.2.15) можно представить в виде:

                             Ez = FJm(kкрr)cos(m( - ()exp[j((t - (z)].                              (1.2.64)

Решения для других компонент записываются аналогично. Далее, проводя процедуру разложения rot A  по ортам цилиндрических координат и выражая поперечные составляющие полей через продольные Ez и Hz (эту процедуру здесь опустим), приходим, как и ранее, к двум системам уравнений, описывающих ТЕ и ТМ типы колебаний. Полагая Ez = 0, получаем уравнения для ТЕ волн:
                          Er = jF(((0(kkp2r)-1m Jm(kkpr) sin(m( - ();                             (1.2.65)

                          E( = jF(((0kkp-1 J(m(kkpr) cos(m( - ();                                   (1.2.66) 

                            Hr = - jF((/kkp) J(m(kkpr) cos(m( - ();                                     (1.2.67)

                           H( = jF((kkp2r)-1 Jm(kkpr) sin(m( - ();                                     (1.2.68)

                            Hz = F Jm(kkpr) cos(m( - ().                                                    (1.2.69)
Производная функции Бесселя J(m(kkpr)  может быть получена из соотношения:

                            J(m(x) = m x-1Jm(x) - Jm+1(x).

Для определения постоянных, входящих в уравнения, используем граничное условие:  E( = 0  при r = a (на стенке волновода радиуса a). Тогда из (1.2.66):

                                                J(m(kkpа) = 0.

Обозначим корни производной функции Бесселя m-го порядка через ((mn , где 

n = 1,2,3... - порядковый номер корня. Значения корней ((mn даны в Таблице 1.

Найдя корень, определяем критическую длину волны:  
                                                (кр = 2(a/((mn.                                                     (1.2.70) 
Аналогично, полагая Hz = 0, находим уравнения для ТМ - волн:

                            Er = - jF((/kkp) J(m(kkpr) cos(m( - ();                                     (1.2.71)

                           E( = - jF((m/kkp2r) Jm(kkpr) sin(m( - ();                                 (1.2.72) 

                            Ez =   F Jm(kkpr) cos(m( - ();                                                  (1.2.73)

                           Hr = - jF(((0m (kkp2r)-1 Jm(kkpr) sin(m( - ();                          (1.2.74) 

                            H( = - jF(((0 kkp-1 J(m(kkpr) cos(m( - ().                                (1.2.75)

Применяя граничное условие  E( = 0 при r = a, из (1.2.71) получаем:

                                                  Jm(kkpr) = 0,
откуда определяем критическую длину волны: 

                                                  (кр = 2(a/(mn,                                                     (1.2.76)

где (mn - корни функции Бесселя m -го порядка; n = 1,2,3... Значения корней функции Бесселя, ее производной  и критической длины волны, нормированной к радиусу волновода, представлены в Таблице 1. 

Выбором постоянной ( задается начальный азимутальный угол для тригонометрических функций. Максимальное значение компоненты Er, определяющее направление поляризации волны совпадает с  ( = 0. В силу вращательной симметрии волновода, распространяющиеся в нем волны оказываются поляризационно-вырожденными. При этом плоскость поляризации оказывается неустойчивой по отношению к небольшим деформациям поперечного сечения волновода.

                                                                                                               Таблица 1


                           Emn(
                            Hmn(


           n = 1
          n = 2
           n = 1
          n = 2

    m 
  (mn
 (kp/a
  (mn
 (kp/a
  ((mn
 (kp/a
  ((mn
 (kp/a

    0
 2,405    
 2,613
5,520     
 1,138
 3,832
 1,640
 7,016
 0,896

    1
 3,832      
 1,640
7,016
 0,896
 1,841
 3,412
 5,331
 1,179

    2
 5,136
 1,223
 8,417
 0,746
 3,054
 2,057
 6,706
 0,937

Рассмотрим структуру наиболее используемых на практике типов магнитных волн в цилиндрических волноводах Hmn( , где m и  n - определяют число вариаций по азимуту и радиусу соответственно. Волна H11( имеет наибольшую из всех волн критическую длину волны и поэтому является основной. Ее структура в двух проекциях представлена на Рис.4а. Эта волна похожа на основную волну H10 прямоугольного волновода и обычно получается путем плавной трансформации его прямоугольного сечения в круг. Волна H01( из-за отсутствия азимутальных вариаций (m = 0) обладает вращательной симметрией (см. Рис.4б): электрические силовые линии представляют собой концентрические окружности, а магнитные силовые линии образуют тороиды.

 Среди волн электрического типа Emn(, наиболее интересны волны E01( и E11(, представленные в двух проекциях на Рис.5а и 5б. Волна E01( похожа на H01( с тем, однако отличием, что магнитные силовые линии образуют концентрические окружности, а электрические силовые линии замыкаются на стенку волновода в виде тороидов, усеченных стенкой. Волна E01( является основной (низшей) волной электрического типа и часто используется в различных устройствах. Уравнения ее трех компонент имеют вид:

                                            Er = jF((a/2,405) J1(2,405r/a);

                                            Ez = FJ0(2,405r/a);                                                   (1.2.77)

                                            H( = jF(((0(2,405/a) J1(2,405/a).

Волны E11( и  H01( являются вырожденными из-за тождественности их критических длин. Это обстоятельство стало, в частности, серьезным препятствием в использовании волн H01(, отличающихся наименьшими потерями энергии в стенках, для передачи СВЧ-энергии на большие расстояния, так как на неизбежных нарушениях симметрии волновода эта волна легко трансформировалась в волну E11(, обладающую сложной структурой и большими потерями.


Промежуточное положение между волноводами прямоугольного и круглого сечения занимают эллиптические волноводы, в которых основной тип волн cH11 имеет структуру, сходную как с H10, так и с H11o. Благодаря гофрировке, которой эти волноводы легко поддаются, они делаются гибкими как радиочастотные кабели, но в отличие от круглых волноводов, в них отсутствует поляризационное вырождение (азимутальная неустойчивость положения максимума cos m(). 

Важнейшим видом волноводов симметрии вращения является коаксиальный волновод, имеющий внутренний проводник радиуса b. Общее решение для такого волновода совпадает с (1.2.63), при этом константа F5 не может быть принята равной нулю из-за наличия внутреннего проводника, который исключает особенность функции Неймана в центре. Как и в полом волноводе для получения решений используется условие E( = 0 на поверхности проводников при r = a, r = b. Критические значения для волн Hmn  и  Emn  типов находятся из дисперсионных уравнений, решаемых численными методами. Приведем их приближенные значения:

                     Для Hm1( :   (kp ( ((a + b)/m,  m = 1, 2, 3;
                     Для Hmn(:    (kp ( 2(a - b)/(n - 1),  m = 0, 1, 2...  n = 2, 3, 4       (1.2.78)
                     Для Emn(:     (kp ( 2(a - b)/n,    m = 0, 1, 2, 3...  n = 1, 2, 3...

Структура волн магнитного типа близка к структуре волн в круглом волноводе, что можно видеть на примере структуры волны H11( на Рис.6б ( ср. с Рис.4а). Чем тоньше проводник, тем меньше отличий между волнами. Электрическая волна E01( и волна H01( в коаксиальном волноводе оказываются вырожденными, так как их длины волн совпадают. Структуры этих волн представлены на Рис.6а и 6в. Однако самой важной волной коаксиального волновода является низшая поперечная TEM- волна (Рис.7), которая не имеет критической длины. Длина волны ТЕМ в волноводе не отличается от длины плоских поперечных волн в свободном пространстве. Указанные высшие типы волн не находят практического применения, поэтому размеры коаксиальной линии выбирают так, чтобы исключить возможность распространения высших типов волн в соответствии с условием:  a + b ( ( / (.


Среди прочих разновидностей направляющих структур упомянем волноводы с Н- и П- образными сечениями, которые используются для увеличения напряженности электрического поля волн в суженном пространстве между стенками. 

В технике связи получили широкое распространение т.н. полосковые линии, которые по своей топологии подобны коаксиальным линиям, так имеют два широких плоско-параллельных проводника, между которыми находится центральный, узкий проводник (Рис.8а), иногда используется полуоткрытый вариант (Рис.8б). Полосковые линии удобны для микросхем и печатного монтажа.

В некоторых технологических приложениях используются радиальные волноводы (линии) , представляющие систему, состоящую из двух проводящих дисков, расположенных на расстоянии d параллельно друг другу (Рис.9а). Сечение такой линии при распространении волны по радиусу непрерывно меняется, поэтому такие линии получили название нерегулярных. Простейшая волна в радиальной линии имеет лишь две компоненты поля Ez и H( (Рис.9б) :

             Ez= D[J0(kr)N0(ka) - J0(ka)N0(kr)];                                          
            H( = j(((0 k -2D[J1(kr)N0(ka) - J0(ka)N1(kr)].                             (1.2.79)
Она не имеет критической длины и может трактоваться как TEM- волна. 

Итак, обладающие двумя и более проводниками: коаксиальные, полосковые, радиальные линии и пр., имеют низшие ТЕМ-моды, у которых нет дисперсии и критической длины волны. 

До сих пор рассматривались волноводы, образованные только идеальными проводниками. Заполнение волноводов диэлектриком (без потерь) с относительной диэлектрической проницаемостью ( изменяет основные дисперсионные характеристики направляемых волн фазовую  и   групповую скорости и длину волны в волноводе (1.2.19). Так для немагнитных диэлектриков,    когда ( = 1:

                                                (в = ( [( - ((/(кр) 2] -1/2 .   

Отсечка распространения волн наступает уже не при ( = (кр, а при ( =(1./2(кр, волновод  становится как бы шире, и его рабочий диапазон сдвигается в сторону более длинных волн, при этом нельзя исключать возможность распространения  высших типов волн. Заполнение волноводов однородным диэлектриком в рассматриваемом случае не влечет качественных изменений в структуре полей.

1.3 Волноводы поверхностных волн. Решение волнового уравнения для поверхностной волны на диэлектрической пластине. Виды диэлектрических волноводов. Поверхностная волна на одиночном проводнике.
         Диэлектрики представляют вполне самостоятельный класс  направляющих структур - диэлектрических волноводов поверхностных волн. Поверхностные волны распространяются  за счет эффекта полного внутреннего отражения от границы раздела сред , хорошо известного в оптике. Фазовая скорость электромагнитной волны в диэлектрике меньше, чем во внешней, менее плотной среде, например,  воздухе, поэтому такая волна оказывается замедленной, напряженность  ее поля убывает при удалении от граничной поверхности. Так как основная доля энергии волн распространяется вблизи границы диэлектрика и параллельно ей, волны этого класса получили название поверхностных. 


Рассмотрим поверхностную волну на плоской диэлектрической пластине c проницаемостью (1 ((1 = 1) толщиной x = 2d, Пространство вне пластины заполнено воздухом или вакуумом с  ( = 1 (( = 1). Сделаем следующие предположения: гармоническая волна, безграничная как и пластина по координатам  y и z, распространяется в направлении z. Внутри пластины и вне ее создается волна, параметры которой предстоит определить. Если угол падения плоской однородной волны  внутри пластины относительно оси x  больше угла полного внутреннего отражения (во = arc sin ((1(1/(()1/2, волна отразится под углом падения и, попав под тем же углом на другую границу , вновь отразится от нее. Возникает волна обычного волноводного типа, распространяющаяся в пластине по z с фазовой скоростью, превышающей скорость света в диэлектрике, которая аналогична быстрой волне в полом волноводе. Однако у поверхностей пластины, вне ее, формируется также медленная волна, распространяющаяся по  z  с фазовой скоростью, меньшей скорости света в воздухе. Обе волны (внутренняя и внешняя) образуют единое электромагнитное поле с одной и той же фазовой скоростью vф, удовлетворяющей неравенству:

                                                  ((1(1)-1/2 < vф/c < 1,                                              (1.3.1)

 т.е. одна и та же волна может быть одновременно  быстрой (в диэлектрике) и медленной (вне его). 

Дадим вывод основных уравнений для волн электрического типа (Hz = 0). Быстрая волна в пластине описывается уравнением Гельмгольца(1.1.9) в форме:
                                         (2Ez1/(x2 +  (2Ez1/(y2  +g2Ez1= 0,
где g - поперечное волновое число, которое согласно  (1.2.18) имеет связь с продольным волновым числом: 

                                                (2 = k2(1(1 - g2 ,                                                     (1.3.2)

 причем  (2 < k2(1(1,  и  g - действительное число.

Поскольку вдоль координаты   y   поле однородно, уравнение упрощается:

                                               d2Ez1/dx2 +  g2Ez1 = 0,                                             (1.3.3)
и его решение в тригонометрической форме:

                                         Ez1 = A1cos(gx) + A2sin(gx).                                        (1.3.4)
Для амплитуд остальных, поперечных составляющих поля в пластине с помощью общих формул перехода (1.2.30 - 1.2.33) получаем:

                                       Ex1 = -j(g -1[-A1sin(gx) + A2cos(gx)];                            (1.3.5)  
                                        Hy1 = -j((1g -1[-A1sin(gx) + A2cos(gx)] .                       (1.3.6) 
Уравнение для амплитуды продольной составляющей поля медленной волны, распространяющейся в воздухе, имеет вид, аналогичный (1.3.3): 

                                                   d2Ez/dx2 -  p2Ez = 0,                                             (1.3.7)

однако, вследствие того, что vф/с < 1  у медленной волны, и соответственно      (2 > k2((, поперечное волновое число  p  должно быть мнимым, чтобы удовлетворить уравнению (1.2.18), следовательно, 

                                                      (2 = k2(( + p2.                                                  (1.3.8) 

Решение (1.2.85) носит апериодический характер  :

                                             Ez = B1 exp(-px) + B2 exp(px).                                   
Второе слагаемое, стремящееся к ( при удалении от поверхности пластины, не имеет физического смысла, поэтому следует положить B2 = 0, и тогда 

                                                     Ez = B1 exp(-px).                                               (1.3.9)

Для поперечных составляющих поля вне пластины  из формул перехода получаем:                              Ex  = -j(p -1 B1exp(-px),                                          (1.3.10)
                                               Hy = -j((0p-1B1exp(-px).                                       (1.3.11)

Напомним, что представленные уравнения описывают поведение амплитуд составляющих поля, которые необходимо дополнить опущенным для удобства изложения множителем  exp j((t - (z).  
Для определения поперечных волновых чисел g и p необходимо применить граничные условия на границе раздела диэлектрик-воздух. Так как компоненты поля в диэлектрике представлены двумя слагаемыми с амплитудными коэффициентами A1  и  A2, решение задачи для удобства анализа делят на два частных случая, полагая один из коэффициентов равным 0: 1)Случай четных волн, когда A1 = 0 и поперечные компоненты поля в пластине изменяются как cos(gx); 2)Случай нечетных волн: A2 = 0 и те же компоненты поля ( sin (gx). Граничные условия вытекают из условия непрерывности тангенциальных составляющих поля на границе пластины, x = d:

                                                Hy1 = Hy;  и    Ez1 = Ez,  
что в результате использования формул (1.3.6), (1.3.11), (1.3.4) и (1.3.9) и почленного деления второго уравнения на первое, получаем трансцендентное дисперсионное уравнение четных волн, связывающее поперечные волновые числа:

                                                  (1-1 gd  tg(gd) = pd.                                            (1.3.12)
Аналогично получаем дисперсионное уравнение для нечетных волн:

                                                 (1-1 gd  ctg(gd) = - pd.                                         (1.3.13)
Для решения любого из этих уравнений, содержащих по два неизвестных, нужно привлечь еще одно уравнение для g и p, вытекающее из условия тождественности продольного волнового числа быстрой и медленной волны.     Приравнивая правые части (1.2.81) и (1.2.87), получаем:

                                                 k2d2((1 - 1) = g2d2 + p2d2 ,                                   (1.3.14)
так как  ( = (  = (1 = 1. Определяя левую часть уравнения как R2:

                                             R2 = k2d2((1 - 1) = (2d2((1 - 1)/c2,                          (1.3.15)
вместо(1.3.14) получаем уравнение окружности  радиуса R в координатах gd, pd,

что облегчает нахождение совместного решения дисперсионных  уравнений графическим путем. Пример графического решения уравнений для четных и нечетных волн представлен на Рис.10а и 10б. Решениями являются координаты точек пересечения тангенсоид и котангенсоид с окружностью радиуса R. Индекс m обозначает порядковый номер пересечения кривых с окружностью, m= 0,2,4...(четные волны); m = 1,3,5...(нечетные волны). Второй индекс 0 обозначает отсутствие вариаций по y. Можно видеть, что низшим типом волн является волна E00, которая существует при R ( ( ( 0, однако в этом пределе волна перестает быть поверхностной и переходит в волну, излученную в окружающее пластину пространство. Волны типа Em0 при m ( 1 существуют при условии:                                         R > m(/2,                                                     (1.3.16) 

что соответствует условию на критическую частоту:

                                                      (кр > (m(с/2d)( (1 - 1)-1/2 .                             (1.3.17)

Картины поля четного E20 и нечетного E30 типов волн показаны на Рис.11а и 11б.

В диэлектрическом волноводе (пластине) могут также распространяться волны магнитного типа (Еz = 0). Вывод уравнений для этих волн аналогичен выводу уравнений для волн электрического типа. Магнитная волна низшего типа - H10, ее дисперсионные свойства и критическая длина волны совпадают с соответствующими характеристиками волны E10. 
Реальные диэлектрические волноводы ограничены в поперечном сечении. Так, круглые диэлектрические волноводы используются в технике оптической волоконной связи, в качестве элементов узконаправленных антенн и т.д. Вывод уравнений для такого волновода так же, как и для пластины, распадается на две группы уравнений для быстрой волны в диэлектрике и уравнений для медленной волны в воздухе. В качестве решений в цилиндрической геометрии используются функции Бесселя Jm(gr) для описания быстрой волны в диэлектрике и модифицированная функция Бесселя - функция Макдональда Km(pr) для описания затухающих по радиусу волн в воздухе. Из граничных условий (достаточно потребовать равенства тангенциальных, по z и (,  электрических и магнитных составляющих поля на границе цилиндра, так как при этом условия для нормальных составляющих по r выполняются автоматически) аналогично выводятся дисперсионные уравнения, из которых далее находятся поперечные волновые числа g и p и продольное число (. Не приводя самого дисперсионного уравнения, представим вид нескольких дисперсионных кривых p = f(g) (Рис.12а), вычисленных для диэлектрика с (1=2,5. Как и у полых волноводов первый индекс типа волны показывает число вариаций поля по азимуту, а второй - по радиусу диэлектрического волновода. Картины поля сложнее, чем в полом цилиндрическом волноводе. Волны Е- или Н- типов в диэлектрическом волноводе существуют только у волн, обладающих аксиальной симметрией (m=0): E0m, H0m. В общем случае волны, не имеющие аксиальной симметрии,  имеют все 6 компонент поля, причем Ez и Hz - одновременно. Такие волны называются гибридными классов ЕНnm или НЕnm. У волн первого типа компонента Ez преобладает над Hz, у волн второго типа - наоборот. Определение поперечных коэффициентов на каждой частоте требует совместного решения дисперсионного уравнения, представленного дисперсионными зависимостями на Рис.12а, и уравнения поперечных коэффициентов, которое аналогично (1.3.14): 
                                                       (ga)2 + (pa)2 = F2,                                          (1.3.18)  
имеет на графике вид окружности радиуса F. Точки пересечения кривых p =f(g) с этой окружностью определяют значения коэффициентов p и g.  Рассмотрим поведение волн в диэлектрическом волноводе на примере волны основного типа EH10. Первая ветвь для  n = 1 на Рис.12а начинается в нулевом корне функции Бесселя  J1,  pa = 0, поэтому m = 0, что означает отсутствие вариаций поля по радиусу диэлектрического волновода (см. Рис.12б): поле в диэлектрике практически однородно. Убывающее поле вне диэлектрика также стремится стать однородным с ростом координаты r. Искажения внешнего поля на краю цилиндра обязаны граничным условиям.  Волна EH10 из-за аксиальной симметрии волновода поляризационно вырождена. Снять поляризационную неустойчивость волны помогает переход к прямоугольному или эллиптическому сечению. Напряженность поля вне волновода убывает при удалении от его границы достаточно медленно при малых аргументах, (pr)<<1 , и значительно быстрее экспоненты при больших аргументах, (pr)>1. Границу зон быстрого и медленного спада r0 принимают, полагая pr0 = 1. Внутри граничного радиуса проходит 80(90% всей энергии волны. 

 У волноводов поверхностных волн нет критической частоты, запрещающей распространение волн, а есть граничная частота, ниже которой поверхностная волна переходит в не связанную с волноводом , ненаправляемую плоскую однородную волну. Для основной волны pa = ga =  Fгр = 0, и соответственно ее частотная граница равна 0. Реально имеются веские аргументы в пользу более жестких требований к граничной частоте, во-первых, чтобы r0 не было слишком велико в сравнении с радиусом a, во-вторых, чтобы замедление фазовой скорости поверхностной волны было бы заметным, хотя бы  на 0,1%, что для (1 = 2(2,5 приводит к условию pa ( 0,04ga, которое выполняется для Fн ( (ga)н ( 0,9. Отсюда абсолютное значение нижней частоты, определяемое из формулы, аналогичной (1.3.15):
                                   fн= cFн/[2(a((1 - 1)1/2].                                          (1.3.19)

Так, для стержня радиуса a = 1 см в воздушной среде fн = 3.8 ГГц, (pa)н = 0,036, граничный радиус r0н = 28 см при длине волны (н = 8 см. Верхняя частота рабочего диапазона волновода устанавливается из условия отсутствия высших типов волн: F ( Fв= 2.405 (первый корень J0(gr), при котором ближайшие азимутально симметричные волны H01 и E01 имеют нижнюю граничную частоту). Частота fв находится из (1.3.19) подстановкой значения Fв. 

        Диэлектрические волноводы применяются в оптическом диапазоне в виде тонких стеклянных (кварцевых) волокон, плакированных прозрачным диэлектриком с меньшим показателем преломления. Поверхностная волна, образующаяся на границе волокна, затухает по амплитуде в плакирующем слое, не достигая его наружной границы. В оптоэлектронных устройствах световые сигналы распространяются как по отдельному волокну, так и по пучкам волокон, собранных в жгут для передачи изображений. Светопроводящие жгуты, которые можно изгибать (радиусы изгиба много больше радиуса волокна), применяют для «холодного» освещения или осмотра недоступных объектов, полостей, например, для гастроскопии в медицине. В волоконной оптике  допустимо применение многомодовых световодов, так как их дисперсия не существенна для передачи относительно медленно меняющихся изображений.

В технике связи использовались также т.н. линии поверхностной волны (ЛПВ), представляющие собой идеальный проводник, покрытый слоем диэлектрика. В такой линии присутствуют в несколько измененном виде все типы волн диэлектрического волновода, в частности, волна EH10, но дополнительные потери в проводнике сделали этот тип волн  неприемлемым для  практического использования. Однако, благодаря внутреннему проводнику, появились  условия для новой волны класса E00, которой нет у диэлектрического волновода. Ее рабочий диапазон по частоте значительно ниже, чем у волны EH10. Индекс n = 0 свидетельствует об аксиальной симметрии волны. То обстоятельство, что нормированный поперечный коэффициент ga незначительно изменяется вблизи нуля: 0 ( ga ( 0,1, позволило условно принять m = 0. Оптимальный диапазон волны E00 составляет Fопт = 0,004 ( 0,3, что при (1 = 2 соответствует отношению (((2a)опт = 10 ( 800, то есть по ЛПВ при ее диаметрах не более 1 см можно передавать волны метрового и дециметрового диапазонов. Поле волны E00 во внешней среде r ( a имеет три компоненты:

                                 Ez(r) = AK0(pr) = A ln(1,123/pr);                                       (1.3.20) 

                                Er(r) = -j(p-2AK1(pr) = -j(p-2A r -1;                                     (1.3.21)

                                 H((r) = -j((0p-2AK1(pr) = -j((0p-2Ar -1,                             (1.3.22)

где: A = Ez0[ln (1,123/pa)]-1; Ez0 - амплитуда продольной электрической составляющей на внешней границе диэлектрической оболочки r = a.  Принятые для функций Макдональда приближения справедливы вблизи границы волновода pr < 0,1. Поперечные компоненты поля внутри диэлектрической оболочки, b ( r ( a, тонкой ЛПВ(a << () сохраняют приближение (1.3.20), (1.3.21)  с тем отличием, что в знаменателе Er(r) появляется относительная проницаемость оболочки (1 , чтобы выполнить требование граничных условий для нормальной составляющей электрического поля: Er1(1 = Er. Для азимутальных компонент магнитного поля граничные  условия выполняются автоматически. Продольная составляющая поля Ez1 много меньше Er1 и логарифмически медленно растет с ростом  r :

                                 Ez1(r) = [g2/((1p2)] A ln(r/b).                                               (1.3.23)

Структура поля ЛПВ показана на Рис.13. Вблизи ЛПВ поле напоминает структуру поля ТЕМ моды в коаксиальном кабеле за исключением искажений , связанных с присутствием продольной составляющей Ez.   
Оказалось, что поверхностная волна E00 может распространяться также по неидеальному проводнику и без диэлектрической оболочки, только за счет его конечной проводимости. Эта волна впервые была открыта Г.Герцом и теоретически изучена в 1899г А.Зоммерфельдом, почему и получила название поверхностной волны Зоммерфельда (ПВЗ). Реальный проводник подобно диэлектрику создает условия для замедления волн, так как небольшая часть поля проникающей в него волны, возвращается обратно на поверхность с заметным запозданием, пройдя с малой скоростью расстояние порядка скиновой глубины ( (глубина, на которой поле затухает в проводнике в  e  раз):


                                       ( = (2/(((0()1/2,                                              (1.3.24)

где (, ( - относительная магнитная проницаемость и проводимость материала проводника. Структура поля ПВЗ вблизи проводника: pb ( pr < 0,1 ,совпадает со структурой поля ЛПВ (1.3.20) - (1.3.22). Поверхность хорошего, но неидеального проводника, обладает комплексным импедансом с положительной мнимой частью: Zs = Rs(1 + i), где Rs = 1/(( = (((0(/2. Дисперсионное уравнение ПВЗ вытекает из граничного условия Леонтовича, которое устанавливает связь продольной составляющей электрической напряженности поля на границе проводника Ez(b) с азимутальной составляющей напряженности магнитного поля H((b) (тождественной по величине плотности поверхностного тока) через поверхностный импеданс:

                                                      Ez(b) = Zs H((b).                                            (1.3.25)

Подставляя (1.3.20), (1.3.22) в (1.3.25), окончательно получаем:

                                         2(pb)2 ln(1,123/pb) = k02b((1 - i),                              (1.3.26)

Комплексное дисперсионное уравнение для поперечного волнового числа имеет комплексное решение. Уравнение (1.3.26) распадается на два уравнения для модулей и фаз комплексных величин, решаемые методом итераций. Постоянные распространения и затухания ПВЗ в приближении слабого затухания, (>>(: 
                                   ( = (k02 + pRe2 - pIm2)1/2;     ( = pIm pRe / (.                      (1.3.27)

Опуская  сложные вычисления, приведем пример волны E00, распространяющейся по железному проводнику (( = 10 МСм/м, ( = 2 мкм) радиуса b = 2 мм при частоте 6 Ггц. При этом граничный радиус, в пределах которого распространяется 75% энергии волны: r0,75 = 13 см. Фазовая скорость волны: vф = c (1 - 0,034(/b), что соответствует замедлению на 3,4(10-5c т.е. на 0,0034% скорости света, а затухание ,( ( 5(10-3 м -1, становится заметным на расстояниях порядка сотен метров. Самостоятельного значения ПВЗ для передачи сигналов на расстояние не имеет, однако ее роль становится существенной  для характеристик антенн типа «горизонтальный провод над землей», а также для измерений пространственных распределений полей с помощью магнитных или электрических дипольных антенн с коаксиальным фидером. ПВЗ легко возбуждается на поверхности экранов коаксиальных кабелей, внося значительные искажения в результаты измерений. 
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